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À l'instar des langages rationnels en informatique, on peut dé�nir en théorie des nombres les suites
(resp. les ensembles) automatiques comme étant les suites (resp. les ensembles) reconnues par un au-
tomate �ni. Il apparait grâce à un théorème de Gilles Christol que cette notion d'automaticité est
particulièrement adaptée à la description des séries entières algébriques sur les corps �nis.
Outre la démonstration de ce théorème, ainsi que certaines de ses généralisations et corollaires, on se
propose surtout dans ce mémoire de regarder les liens plus subtils existant entre automaticité et algé-
bricité des séries de Laurent en caractéristique non-nulle, par une généralisation étonnante du théorème
de Skoler-Mahler-Lech démontrée par Harm Derksen.



1 Introduction

1.1 Quelques généralités sur les suites et les séries formelles

Remarque. Dans toute la suite de ce mémoire, on verra souvent une suite dé�nie sur un corps comme
une série formelle, et inversement.

Dé�nition 1.1.1 (Suites et ensembles périodiques)
Soit a = (an)n∈N une suite quelconque. La suite a est dite :

i. périodique de période r ∈ N∗ si pour tout entier n ∈ N, an = an+r.

ii. ultimement périodique de période r ∈ N∗ s'il existe un entier n0 tel que pour tout entier
n ⩾ n0, an = an+r.

Un sous-ensemble X de N est dit périodique (resp. ultimement périodique) si la suite carac-
téristique (1X(n))n∈N associée est périodique (resp. ultimement périodique).

Remarque. Les ensembles périodiques non vides de période a ∈ N∗ sont exactement les unions �nies
de progressions arithémtiques de la forme aN + b, b < a (une telle progression arithmétique où b < a
sera dite "complète"). Tandis que les ensembles ultimement périodiques sont exactement les ensembles
égaux à un ensemble �ni à un ensemble périodique.

Dé�nition 1.1.2 (Suite récurrente linéaire)
SoitK un corps quelconque et a = (an)n∈N ∈ KN une suite à valeurs dansK. La suite a est dite
récurrente linéaire d'ordre inférieur ou égal à d ∈ N s'il existe des éléments γ0, . . . , γd−1 ∈ K
tel que :

∀n ∈ N, γ0an + γ1an+1 + · · ·+ γd−1an+d−1 = an+d

Le plus petit entier d tel que a véri�e une telle relation est appelé l'ordre de a.

Relions maintenant cette notion aux séries formelle, a�n de travailler plus librement par la suite.

Dé�nition 1.1.3 (Séries rationnelles, algébriques)
Une série de Laurent f ∈ K((X)) est dite,

i. rationnelle s'il existe des polynômes P,Q ∈ K[X] tels que f = P/Q.

ii. algébrique s'il existe un entier r et des polynômes P0, . . . , Pr tels que

Prf
r + · · ·+ P1f + P0 = 0.

Théorème 1.1.4 (Caractérisation des séries rationnelles)
Soit K un corps quelconque et f(X) =

∑
n∈N anX

n une série formelle sur K. La série f est
rationnelle de dénominateur de degré supérieur ou égal au degré du numérateur si et seulement
si la suite a donnée par ses coe�cients est récurrente linéaire.

Preuve. Supposons que f est algébrique et s'écrit f = P/Q, où P,Q sont des polynômes sur K. On

a donc la relation Qf = P . Posons Q =

d−i∑
i=0

γiX
i de degré d et notons n0 ⩽ d le degré de P . Par
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identi�cation des coe�cients, pour tout entier n, on a
d∑

i=0

γd−ian+d−i = 0, c'est-à-dire, puisque γd ̸= 0 :

an+d = − 1

γd
(γ0an + γ1an+1 + · · · γd−1an+d−1)

Réciproquement, si la suite (an)n∈N des coe�cients de f est récurrente linéaire, en posant Q =
−Xd + γ0X

d−1 + · · · γ1X + γd−1, on a bien que Qf est un polynôme de degré inférieur ou égal à Q et
donc que f est rationnelle.

�

Remarque. Après la caractérisation des séries rationnelles, la prochaine étape serait de savoir quelles
suites donnent des séries algébriques. La tâche est plus ardue et est un des principaux objets de ce
mémoire (sur les corps de caractéristique non nulle).

1.2 Suites et ensembles automatiques

Dé�nition 1.2.1 (Automate �ni à sortie)
Un automate �nie à sortie est un uplet A = (Σ, Q, q0, δ,∆, τ) où Σ et ∆ sont des alphabets
�nis, Q est un ensemble �ni (l'ensemble des états), q0 ∈ Q est l'état initial. À cela on ajoute
une fonction de transition δ : Q× Σ → Q et une fonction de sortie τ : Q→ ∆.

Exemple 1.2.2

q0

0

q1

0

q2

1

0

1

0

1

0, 1

Figure 1 � Un exemple d'automate
Ici, k = 2, Q = {q0, q1, q2}, δ(q0, 0) = δ(q1, 0) = q0, δ(q0, 1) = q1, δ(q1, 0) = δ(q2, 0) = δ(q2, 1) = q2,

∆ = {0, 1}, τ(q0) = τ(q1) = 0, τ(q2) = 1

Dé�nition 1.2.3 (Suite p-automatique)
Soit p ⩾ 2 un entier un (an)n∈N une suite quelconque. Pour un entier n, notons ⟨n⟩p sa
décomposition en base p (avec le chi�re le plus signi�catif à gauche). La suite (an)n∈N est
dite p-automatique s'il existe un automate �nie à sortie sur l'alphabet Ap = {0, . . . , p − 1}
produisant la suite (an)n∈N.
Plus précisément, la suite (an)n∈N est p-automatique s'il existe un automate �ni à sortie
A = (Ap, Q, q0, δ,∆, τ) tel que pour tout entier n ∈ N :

an = τ(δ(q0, ⟨n⟩p))
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Remarque. On a étendu la dé�nition de la fonction de transition à Q × Σ∗ et non plus seulement à
Q × Σ. On dé�nit la fonction de transition généralisée aux mots comme suit, par récurrence. Pour une
lettre a ∈ Σ et un mot w ∈ Σ∗ et un état q, on dé�nit δ(q, aw) = δ(δ(q, a), w).
Ceci correspond à une lecture de gauche à droite des mots, mais on aurait tout aussi bien pu prendre
la convention opposée : δ(q, aw) = δ(δ(q, w), a). Un résultat classique de théorie des automates indique
qu'une suite est p-automatique par lecture de gauche à droite si et seulement si elle est p-automatique
par lecture de droite à gauche. Dans la plupart des cas, nous suivront la première convention.

Exemple 1.2.4 (Suite de Thue-Morse)
La suite de Thue-Morse est une des suites automatiques les plus célèbres. On la dé�nit comme suit.
Étant donné un entier n, soit tn la somme de ses chi�res en base 2 modulo 2.
On a t0 = 0, t1 = 1, t2 = 1, t3 = 0, t4 = 1, . . . La suite t = (tn)n∈N est la suite de Thue-Morse. Elle est
2-automatique, puisqu'elle est engendrée par l'automate donné en �gure 2.
Il est à noter que la suite de Thue-Morse est donnée par le même automate, que l'on lise les mots de

q0

0

q1

1

0

1

0

1

Figure 2 � Automate de Thue-Morse
Ici, p = 2, Q = {q0, q1}, δ(q0, 0) = q0, δ(q0, 1) = q1, δ(q1, 0) = q1, δ(q1, 1) = q0, ∆ = {0, 1},

τ(q0) = 0, τ(q1) = 1

gauche à droite ou de droite à gauche.

Exemple 1.2.5 (Progressions arithmétiques) Considérons deux entiers naturels b < a. La progression
arithmétique aN + b est p-automatique pour tout p ⩾ 2. Pour le voir, on va construire un p-automate
qui convient.
On pose Q = Z/aZ, q0 = 0 et la fonction de transition suivante :

f :

{
Q×Ap −→ Q

(x, l) 7−→ px+ p mod a

On considère également l'alphabet de sortie ∆ = {0, 1} et la fonction de sortie :

τ :

{
Q −→ ∆

x 7−→ 1 ssix = b

Par exemple, la �gure 3 ce que donne une telle description pour la progression arithmétique 4N+ 1
en base 3.

Le résultat suivant est classique en théorie des automates.

Théorème 1.2.6 (Caractérisation des suites automatiques par le p-noyau)
Soit p ⩾ 2 un entier et a = (a(n))n∈N une suite quelconque. On intrdoduit le p-noyau de a :

Np(a) = {(a(prn+ j))n∈N | r ∈ N, 0 ⩽ j < pr}

La suite a est p-automatique si et seulement si son p-noyau est �ni.
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Figure 3 � 3-automate produisant la progression arithmétique 4N+ 1.

Preuve. Supposons tout d'abord que la suite a est p-automatique et donnons-nous un automate A =
(Ap, Q, q0, δ,∆, τ) la produisant de droite à gauche (et non de gauche à droite comme habituellement).
Soit r un entier naturel et j < pr. Considérons w = ⟨j⟩p l'écriture de j en base p, que l'on a éventuellement
complétée par des zéros à gauche de sorte que w soit de longueur r.
Pour tout n ∈ N, on a l'identité : ⟨prn+ j⟩p = ⟨n⟩pw. De sorte que :

a(prn+ j) = τ(δ(q0, ⟨prn+ j⟩p)) = τ(δ(q0, ⟨n⟩pw)) = τ(δ(δ(q0, w), ⟨n⟩p))

Ainsi, la suite (a(prn+ j))n∈N est la suite produite de droite à gauche par l'automate

Ar
j = (Ap, Q, δ(q0, w), δ,∆, τ)

(on a seulement modi�é l'état initial de A).
Or, l'ensemble des {Ar

j | r ∈ N, j < pr} est �ni, puisque A possède un nombre �ni d'états. Le p-noyau
de a est donc nécessairement lui aussi �ni (à un automate correspond une suite du p-noyau).

Réciproquement, supposons que le p-noyau de a est �ni. Construisons explicitement un automate
produisant a de droite à gauche. Considérons l'ensemble des états Q = Np(a) et l'état initial q0 =
(a(n))n∈N.
Pour un état (a(prn+ j))n∈N et une lettre t ∈ {0, . . . , p− 1}, on pose

δ((a(prn+ j))n∈N, t) = (a(pr+1n+ prt+ j))n∈N

ce qui est bien dé�ni, puisque si (a(prn + j))n∈N = (a(psn + i))n∈N, alors en remplaçant n par pn + t,
on a bien (a(pr+1n+ prt+ j))n∈N = (a(ps+1n+ pst+ i))n∈N. En�n, on considère la fonction de sortie τ
dé�nie par :

τ((a(prn+ j))n∈N) = a(j)

À nouveau, elle est bien dé�nie, puisque si (a(prn + j))n∈N = (a(psn + i))n∈N, alors en particulier,
a(j) = a(i). Ainsi, pour un entier j dont l'écriture en base p est ⟨j⟩p = wr−1 . . . w0, on a :

τ(δ(q0, ⟨j⟩p)) = τ(δ( δ(q0, w0)︸ ︷︷ ︸
(a(pn+w0))n∈N

, wr−1 . . . w1))

= τ(δ( δ(δ(q0, w0), w1)︸ ︷︷ ︸
(a(p2n+pw1+w0))n∈N

, wr−1 . . . w2))

= . . . = τ((a(prn+ j))n∈N) = a(j)

L'automate que l'on a construit produit donc bien la suite a de droite à gauche.
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Remarque. Sur un ensemble X on note T k
j l'opérateur de XN sur lui-même, dé�ni par :

∀a = (a(n))n∈N ∈ XN, ∀n ∈ N, T k
j a(n) = a(kn+ j)

De sorte que si l'on note Θ le monoïde engendré par les T k
j , j = 0, 1, . . . , k−1, une suite est k- automatique

si et seulement si son orbite sous l'action de Θ est �nie.
Cette notion est cependant plus adaptée aux suites automatiques qu'aux ensembles automatiques. Si S
est un sous-ensemble de N et si χS est sa suite caractéristique, on a :

T k
j χS = (χS(kn+ j))n∈N = χ (S−j)

k ∩N

Si bien que si l'on introduit l'opérateur Lk
j : N → N, n 7→ kn+ j, on a :

T k
j χS = χ(Lk

j )
−1S

Ainsi, un ensemble S ⊂ N est k-automatique si et seulement si l'ensemble

Nk(S) =
{
(Lk

j1)
−1 · · · (Lk

jr )
−1S | r ∈ N, 0 ⩽ j1, . . . jr < k

}
est �ni. Une stratégie courante pour montrer qu'une suite (resp. un ensemble) est k-automatique sera
donc d'inclure cette suite (resp. cet ensemble) dans un ensemble �ni stable par les T k

j (resp. les (Lk
j )

−1).

Corollaire 1.2.7 Soit S ⊂ N et k ∈ N∗. L'ensemble S est p-automatique si et seulement si les ensembles
(Lk

j )
−1S sont p-automatiques pour tout 0 ⩽ j < k.

Preuve. On observe que pour des entiers naturels r et i < pr donnés, on a l'égalité :

(Lpr

i )−1S =

N−1⋃
j=0

(Lk
j )

−1(Lpr

i )−1

Ainsi, l'ensemble Np(S) =
{
(Lpr

i )−1S | r ∈ N, 0 ⩽ i < k
}
est �ni si et seulement si l'ensemble :{

(Lk
j )

−1(Lpr

i )−1S | r ∈ N, 0 ⩽ i < k, 0 ⩽ j < k
}

est �ni. En outre, pour 0 ⩽ j < k, le p-noyau de (Lk
j )

−1S est :{
(Lpr

i )−1(Lk
j )

−1S | r ∈ N, 0 ⩽ i < k
}

Or, pour r �xé, si prn+ i = km+ j, alors :

Lpr

i L
k
n = Lkpr

prn+i = Lkpr

km+j = Lk
jL

pr

m

Donc le p-noyau de S est fermé si et seulement si les p-noyaux des (Lk
j )

−1S sont �nis.

�

On peut aisément transposer certaines propriétés des langages rationnels aux ensembles k-automatiques,
comme c'est le cas dans [AS03].

Théorème 1.2.8 (Quelques propriétés de stabilité des ensembles automatiques)
Une union �nie d'ensembles k-automatiques est k-automatique, et tout ensemble �ni est k-
automatique.
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Nous ne démontrerons pas le théorème suivant, qui est ardu mais fondamental. Une preuve assez
longue est donnée par Allouche et Shallit [AS03]. Elle comporte une erreur, remarquée et corrigée par
Rigo et Waxweiler [RW09]. Une preuve plus courte a récemment été donnée par Krebs [Kre18].

Théorème 1.2.9 (Cobham)
Soient k, l deux entiers premiers entre eux. Une suite (an)n∈N est à la fois k-automatique et l-
automatique si et seulement elle est ultimement périodique. Dans ce cas, elle est p-automatique
pour tout entier p.

2 Séries de Laurent algébriques

Dans toute cette section, on travaillera sur un corps K de caractéristique non nulle et étant donné
un sous-ensemble V de K, et on notera V ⟨p⟩ l'image de V par le morphisme de Frobenius, c'est-à-dire :

V ⟨p⟩ = {fp ∈ K | f ∈ V }

2.1 Opérateurs de Cartier et séries algébriques

Dé�nition 2.1.1 (Opérateurs de Cartier)
Soit K un corps parfait de caractéristique p et i ∈ {0, . . . , p − 1}. On dé�nit l'opérateur de
Cartier Λi : K[[X]] → K[[X]] sur les séries formelles à coe�cients dans K comme suit :

∀f(X) =
∑
n∈N

a(n)Xn ∈ K[[X]], Λi(f) =
∑
n∈N

a(pn+ i)1/pXn

On note Ω le monoïde engendré par les Λ1, . . . ,Λp−1 et pour une série formelle f ∈ K[[X]],
on désignera par Ω(f) l'orbite de f sous l'action de Ω.

Remarque.

� Sur Fp, on peut réécrire la dé�nition des opérateurs de Cartier : Λi(f) =
∑
n∈N

a(pn+ i)Xn.

� Dans ce cas, l'orbite Ω(f) d'une série formelle f est égale à son noyau mathcalNp(f).
� La dé�nition des opérateurs de Cartier et les propriétés qu'on donnera à leur sujet se généralisent

sans douleur au cas multidimensionnel (sauf mention contraire).
Plus précismément, pour i ∈ {0, . . . , p− 1}d et f ∈ K[[X]], on dé�nit :

Λi(f) =
∑
n∈Nd

a(pn+ i)Xn

De même, cette dé�nition s'étend à K((X)) (que X désigne une ou plusieurs indéterminées). Mais
nous préciserons l'extension de cette dé�nition après le lemme suivant.

Lemme 2.1.2 (Quelques propriétés des opérateurs de Cartier)
Soit K un corps parfait de caractéristique p.

i. Les opérateurs de Cartier sont semi-linéaires :

∀f, g ∈ K[[X]],∀λ ∈ K, Λi(λf + g) = λ1/pΛi(f) + Λi(g)

6



ii. On dispose de la décomposition suivante :

∀f ∈ K[[X]], f =

p−1∑
i=0

XiΛi(f)
p

Et cette décomposition est de plus unique.

iii. ∀f, g ∈ K[[X]], Λi(fg
p) = Λi(f)g

iv. Pour un polynôme P ∈ K[X], deg(Λi(P )) ⩽ deg(P )/p. Dans le cas multidimensionnel, le degré est
remplacé par le maximum des degrés en chaque indéterminée.

Preuve.

ii. Soit f =
∑
n∈N

a(n)Xn une série formelle. On peut écrire :

f(X) =

p−1∑
i=0

∑
n∈N

a(pn+ i)Xpn+i =

p−1∑
i=0

Xi
∑
n∈N

(
a(pn+ i)1/pXn

)p
=

p−1∑
i=0

Xi

(∑
n∈N

a(pn+ i)1/pXn

)p

=

p−1∑
i=0

XiΛi(f)
p

De plus, cette décomposition est unique, puisque 1, X,X2, . . . , Xp−1 forme une famille libre de
K[[X]] en tant que K[[X]]⟨p⟩-espace vectoriel.

iii. On remarque : fgp =

p−1∑
i=0

XiΛi(f)
pgp =

p−1∑
i=0

Xi (Λi(f)g)
p, et donc par unicité de la déomposition ii.,

on obtient bien l'égalité voulue.

�

Remarque. Revenons à notre volonté d'étendre la dé�nition des opérateurs de Cartier aux séries de
Laurent, qui demande un peu plus d'astuce que le cas multidimensionnel. Soit donc f = a/b ∈ K((X)),
avec a, b ∈ K[[X]]. On remarque que : a/b = abp−1/bp avec abp−1 ∈ K[[X]]. On a alors :

f =
a

b
=
abp−1

bp
=

1

bp

p−1∑
i=0

XiΛi(ab
p−1)p =

p−1∑
i=0

Xi

(
Λi(ab

p−1)

b

)p

On pose donc Λi(f) =
Λi(ab

p−1)

b
∈ K((X)). Les opérateurs sont ainsi bien dé�nis sur K((X)), puisque

si f = a/b = c/d ∈ K((X)) avec a, b, c, d ∈ K[[X]], alors en utilisant le point iii. du lemme 2.1.2, on a :

dΛi(ab
p−1) = Λi(ad

pbp−1) = Λi(cbd
p−1bp−1) = bΛi(cd

p−1)

Les résultats énoncés plus haut se généralisent sans peine aux séries de Laurent formelles, puisque l'on
dispose toujours d'une décomposition similaires à celle donnée au point i. du lemme 2.1.2.

On est maintenant armés pour énoncer le théorème suivant, qui va nous permettre d'exhiber le lien
fort qui existe entre séries de Laurent algébriques et opérateurs de Cartier.

Théorème 2.1.3 (Lemme d'Ore)
SoitK un corps parfait de caractéristique p et soit f une série de Laurent formelle à coe�cients
dans K algébrique sur K(X). Il existe un entier d ∈ N∗ et des polynômes P0, . . . , Pd ∈ K[X]
tels que :

P0f + P1f
p + P2f

p2

+ · · ·+ Pdf
pd

= 0

et P0 ̸= 0.
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Preuve. Puisque f est algébrique sur K(X), le K(X)-espace vectoriel engendré par {1, f, f2, . . .} est
de dimension �nie. En particulier, le K(X)-espace vectoriel engendré par {f, fp, fpd

, . . .} l'est lui aussi.
Par conséquent, il existe un entier d ∈ N∗ et des polynômes P0, . . . , Pd non tous nuls tels que :

P0f + P1f
p + P2f

p2

+ · · ·+ Pdf
pd

= 0 (⋆)

Considérons maintenant r l'indice minimal tel que Pr ̸= 0 parmi les équations de type (⋆). Supposons
par l'absurde que r > 0. Ainsi, il existe un entier d ⩾ r et des polynômes Pr, . . . , Pd tels que :

Prf
pr

+ · · ·+ Pdf
pd

= 0

et Pr ̸= 0. Puisque Pr est non nul, il existe un indice i ∈ {0, . . . , p− 1} tel que Λi(Pr) ̸= 0, en vertu de
la décomposition du point ii. du lemme 2.1.2. Par conséquent, en appliquant Λi à l'équation précédente,
on obtient par le point iii. du lemme 2.1.2. (puisque r > 0) :

Λi(Pr)f
pr−1

+ · · ·+ Λi(Pd)f
pd−1

= 0

On obtient donc une équation du type (⋆) avec le (r − 1)-ème coe�cient non nul, ce qui contredit la
dé�nition de r. Par conséquent, r = 0, ce qui achève la démonstration.

�

Remarque. L'intérêt d'une telle équation est de pouvoir facilement y appliquer les opérateurs de Cartier.
Si l'on réussit à renormaliser une telle équation et avoir P0 = 1, on observe que :

Λi(f) + Λi(P1)f + Λi(P2)f
p + · · ·+ Λi(Pd)f

pd−1

= 0

Donc si f est une combinaison linéaire à coe�cients dans K⩽d[X] de f, fp, fp
2

, . . . , fp
d

, alors Λi(f) l'est
également.
Ainsi, si f est algébrique et si l'on considère le K-espace vectoriel composé de ces combinaisons linéaires,
on peut espérer qu'il soit stable sous l'action de Ω. Le théorème suivant de Sharif et Woodcock [SW88]
va préciser cette idée et lui donner une réciproque.

Théorème 2.1.4 (Sharif et Woodcock)
Soit K un corps parfait de caractéristique p et soit f ∈ K((X)). La série de Laurent f est
algébrique sur K(X) si et seulement s'il existe un sous K-espace vectoriel V de K((X)) de
dimension �nie contenant f et stable sous l'action de Ω.

Preuve. Supposons tout d'abord que f est algébrique sur K(X). D'après le lemme d'Ore, on dispose
de polynômes P0, . . . , Pd ∈ K[X] avec P0 non nul tels que :

P0f + P1f
p + P2f

p2

+ · · ·+ Pdf
pd

= 0

Suivant notre idée de renormaliser cette équation, posons g = f/P0 ∈ K((X)). De sorte que :

g = −
d∑

i=1

PiP
−2
0 fp

i

= −
d∑

i=1

PiP
pi−2
0 (f/P0)

pi

En posant Qi = −PiP
pi−2
0 ∈ K[X], on obtient la relation (⋆) : g =

d∑
i=1

Qig
pi

.

Notons maintenant M = sup(degP0,degQi, i = 1, . . . , d) et posons, comme annoncé dans la remarque
du lemme d'Ore :

V =

{
h =

d∑
i=0

Rig
pi

∈ K((X)) | Ri ∈ K⩽M [X], i = 1, . . . , d

}
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Cet espace vectoriel est un sous K-espace vectoriel de K((X)). Il contient f puisque f = P0g et est

stable sous l'action de Ω. En e�et, si h =

d∑
i=0

Rig
pi

∈ V , alors en utilisant les points i. et iii. du lemme

2.1.2 et en utilisant la relation (⋆), on obtient :

Λj(h) = Λj

(
R0g +

d∑
i=1

Rig
pi

)
= Λj

(
d∑

i=1

(R0Qi +Ri)g
pi

)
=

d∑
i=1

Λj ((R0Qi +Ri)) g
pi−1

D'après le point iv. du lemme 2.1.2, les Λj ((R0Qi +Ri)) sont de degré au plus 2M/p ⩽ M et donc
Λj(h) appartient bien à V .

Réciproquement, supposons qu'il existe un sous K-espace vectoriel V de K((X)) de dimension �nie
contenant f et stable par Ω. On va montrer que f est algébrique.
Pour cela, notons n la dimension de V (sur K) et �xons B une base de V . On considère alors G le
K(X)-espace vectoriel engendré par les :∏

g∈B
gsg , (sg)g∈B ∈ NB \ (0, . . . , 0)

Puisque f ∈ V = VectK B, par la formule du binôme, les fm sont des éléments de G, quel que soit
l'entier m. Par conséquent, si l'on montre que G est de dimension �nie sur K(X), il est clair que f sera
algébrique. C'est donc ce que nous allons tacher de faire.
Pour cela introduisons V1 le K(X)-espace vectoriel engendré par V et V2 le K(X)-espace-vectoriel
engendré par l'image de V par le morphisme de Frobenius. Plus précisément :

V1 = VectK(X) V et V2 = VectK(X) {hp | h ∈ V1} = VectK(X) V
⟨p⟩
1

On va montrer que V1 et V2 sont en fait égaux. Puisque V1 est de dimension au plus n = dimK(X) V (il
admet une famille génératrice de cardinal n), on peut s'en donner une base C = (c1, . . . , cr), de sorte que

pour un élément h =

r∑
i=1

hici ∈ V1, on a : hp =

r∑
i=1

hpi c
p
i .

Si bien que (cp1, . . . , c
p
r) engendre V2 et donc : dimK(X) V2 ⩽ dimK(X) V1 ⩽ n. Il nous su�t donc de

montrer que V est inclu dans V2, ce qui montrera que V1 est inclu dans V2 et donc par égalités de

dimensions que V1 = V2. C'est bien le cas, puisque si h ∈ V , on peut écrire : h =

p−1∑
i=0

Xi
p

Λi(h)︸ ︷︷ ︸
∈ V

∈ V2.

Revenons maintenant à l'espace G. Si g ∈ B ⊆ V ⊆ V1, alors gp ∈ V2 = V1. Par conséquent, un tel gp

est une combinaison linéaire sur K(X) des éléments de B. Il s'en suit donc que G est engendré par les :∏
g∈B

gsg , (sg)g∈B ∈ {0, . . . , p− 1}B \ (0, . . . , 0)

et est donc bien de dimension �nie ! Les opérateurs de Cartier ont ici été essentiel, puisqu'ils permettent
d'écrire une série de Laurent en fonction de séries Laurent mises à la puissance p, ce qui implique une
sorte de périodicité dans les puissances des séries de Laurent.

�

On en déduit immédiatement le corollaire suivant, qui est plus précis.

Corollaire 2.1.5

Soit K un corps parfait de caractéristique p.
Une série de Laurent f ∈ K((X)) est algébrique si et seulement si le K(X)-espace vectoriel engendré
par Ω(f) est de dimension �nie.

Ceci nous permet de démontrer le résultat suivant sur l'algébricité des séries de Laurent.
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Théorème 2.1.6 (Algébricité et produit de Hadamard)
Soit K un corps parfait de caractéristique p. Soient f, g ∈ K((X)) deux séries de Laurent
algébriques sur K(X). Leur produit de Hadamard f ∗ g est également algébrique sur K(X).

Preuve. Puisque f (resp. g) est algébrique, l'espace V = VectK(X) Ω(f) (resp. W = VectK(X) Ω(g)) est
de dimension �nie. Par conséquent, l'espace V ∗W engendré par les produits de Hadamard des éléments
de f et de g est lui aussi de dimension �nie. Il est alors facile de se convaincre qu'il contient f ∗ g et
est stable par l'action de Ω. Ceci montre bien que f ∗ g est algébrique d'après le théorème de Sharif et
Woodcock.

�

Remarque. Ce résultat est faux sur un corps de caractéristique nulle, puisque
∑
n∈N

(
2n

n

)
Xn =

√
1− 4X

est algébrique sur Q(X), tandis que
∑
n∈N

(
2n

n

)2

Xn ne l'est pas [SW88].

2.2 Le théorème de Christol et ses applications

Avant d'énoncer le résultat principal de cette section, nous avons d'abord besoin d'un lemme tech-
nique.

Lemme 2.2.1 (Opérateurs de Cartier et p-noyau)

Soit K un corps �ni de caractéristique p et f =
∑
n∈N

anX
n ∈ K[[X]] une série formelle.

|Np(f)| < +∞ ssi |Ω(f)| < +∞

Preuve. Considérons l'ensemble suivant :

Mp(f) =

{∑
n∈N

a(pjn+ r)p
i

Xn | i ∈ Z, j ∈ N, r < pj

}
qui contient à la fois Np(f) et Ωp(f), de sorte que s'il est �ni, l'un et l'autre le sont également.
En outre, si l'on note q = pe le cardinal de K, on peut écrire l'ensemble Mp(f) sous la forme :

Mp(f) =

{∑
n∈N

a(pjn+ r)p
i

Xn | |i| < e, j ∈ N, r < pj

}
.

Supposons maintenant que Np(f) est �ni, de sorte que pour un entier N ⩾ 0 su�samment grand, on
peut écrire :

Np(f) =

{∑
n∈N

a(pjn+ r)Xn | j ⩽ N, r < pj

}
Soit |i| < e, j ∈ N, r < pj . Pour un certain j′ ⩾ N et r′ < pj′, on a

∑
n∈N

a(pjn+r′)Xn =
∑
n∈N

a(pj′n+r)Xn

et donc
∑
n∈N

a(pjn + r)1/p
i

Xn =
∑
n∈N

a(pj′n + r′)1/p
i

Xn. L'ensemble Mp(f) est donc �ni, puisque l'on

peut borner les indices i, j et r dans sa dé�nition.

Réciproquement, supposons que Ω(f) est �ni. L'ensemble

M̃p(f) =

{∑
n∈N

a(pjn+ r)p
i/pj

Xn | i ∈ Z, j ∈ N, r < pj

}
est donc lui aussi �ni (à nouveau, l'indice i ne parcoure pas réellement Z tout entier). Or il est clair que
M̃p(f) = Mp(f), ce qui conclue la démonstration.
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Théorème 2.2.2 (Christol)
Soit K un corps �ni de caractéristique p. Une série formelle f ∈ K[[X]] est algébrique sur
K(X) si et seulement si la suite de ses coe�cients est p-automatique.

Preuve. Puisqu'un corps �ni de caractéristique p est parfait, on va pouvoir appliquer le théorème Sharif
et Woodcock. Soit f une série formelle. Le corps K étant �ni, il équivalent de dire qu'un ensemble est
�ni et que le K-espace vectoriel qu'il engendre est de dimension �nie. Si bien que :
f est algébrique sur K(X) si et seulement si Ω(f) engendre un espace vectoriel de dimension �ni si et
seulement si Ω(f) est �ni si et seulement si Np(f) est �ni si et seulement si la suite des coe�cients de f
est p-automatique.

�

Exemple 2.2.3 Puisqu'une série rationnelle est algébrique, le théorème de Christol nous indique que
sur un corps �ni, les suites récurrentes linéaires sont des exemples particuliers de suites automatiques.

Exemple 2.2.4 Dans les faits, il n'est pas di�cile de trouver une équation satisfaite par une suite
automatique. Il n'y a qu'à regarder l'automate !
Par exemple, dans le cas de la suite de Thue-Morse (tn)n∈N dé�nie à l'exemple 1.2.4, on remarque que
lorsque l'on part de l'état 0 ou de l'état 1, en lisant un 0 on reste sur le même état, alors qu'en lisant
un 1, on change d'état. Puisque l'on lit de gauche à droite, lire un 0 revient à doubler la valeur du mot,
tandis que lire un 1 revient à doubler la valeur du mot et ajouter 1 (par exemple 3 = 2× 1+ 1 s'écrit 11
en binaire et 1 s'écrit 1). On en déduit les relations t2n = tn et t2n+1 = tn + 1 mod 2. Si bien que sur
F2 :

T =

+∞∑
n=0

tnX
n =

+∞∑
n=0

t2nX
2n +

+∞∑
n=0

t2n+1X
2n+1

=

+∞∑
n=0

tnX
2n +

+∞∑
n=0

(tn + 1)X2n+1

=

(
+∞∑
n=0

tnX
n

)2

+X

(
+∞∑
n=0

tnX
n

)2

+X

(
+∞∑
n=0

Xn

)2

= T 2 +XT 2 +
X

(1 +X)2

Si bien que T véri�e l'équation :

(1 +X)3T 2 + (1 +X)T + T = 0

De même, on va lire l'automate décrit dans l'exemple 1.2.2. Notons (sn)n∈N la suite produite par l'au-
tomate (sur F2) et notons S la série correspondante.
Tout d'abord, on remarque que lire un 0 peut changer l'état (de q1 à q0 par exemple), mais ne change
pas la valeur de la sortie. De sorte que l'on a la relation r2n = rn. De la même manière, lire un 0 puis
un 1 ne change pas la sortie, donc r4n+1 = rn. En�n, lire deux 1 à la suite fait nécessairement aboutir à
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l'état q2, si bien que r4n+3 = 1. On a donc :

S =

+∞∑
n=0

snX
n =

+∞∑
n=0

s2nX
2n +

+∞∑
n=0

s2n+1X
2n+1

=

+∞∑
n=0

snX
2n +X

(
+∞∑
n=0

s4n+1X
2n +

+∞∑
n=0

s4n+3X
2n+1

)2

= S2 +X

(
+∞∑
n=0

snX
2n +

+∞∑
n=0

X2n+1

)2

= S2 +X

(
S2 +

X

(1 +X)2

)2

= S2 +XS4 +
X3

(1 +X)4

Donc S véri�e l'équation :

X(1 +X)4S4 + (1 +X)4R2 + (1 +X)4R+X3 = 0

Remarque. Le théorème de Christol est fondamental, puisqu'il exhibe sur les corps �nis un véritable
pont entre l'étude des séries algébriques et des suites automatiques, deux domaines qui avaient à priori
peu à voir. Ceci permet notamment de démontrer la transcendance de séries formelles sur Q(X) est le
suivant [AS03].

Théorème 2.2.5 (L'agébricité passe aux corps �nis)
Soit f ∈ Z[[X]] une série formelle à coe�cients entiers. Si f est algébrique sur Q(X), alors
pour tout nombre premier p, la projection fp de f sur Fp[[X]] est algébrique sur F(X).

Preuve. Considérons des polynômes P0, . . . , Pd ∈ Q[X] tels que :

P0 + P1f + P2f
2 + · · ·+ Pdf

d = 0

Quitte à multiplier les Pi par un entier bien choisi, on peut les supposer à coe�cients entiers. Fixons un
nombre premier p.
Quitte à diviser les Pi par p plusieurs fois, on peut supposer que leurs projections P̃i sont non toutes
nulles. Par conséquent, on dispose d'une relation :

P̃0 + P̃1fp + P̃2f
2
p + · · ·+ P̃df

d
p = 0

non triviale et fp est donc algébrique sur Fp(X).

�

On peut se servir de ce principe pour démontrer assez facilement un théorème de Fatou sur le corps
des rationnels, comme l'a fait Allouche [All99].

Théorème 2.2.6 (Fatou)

Soit f(X) =
∑
n∈N

anX
n ∈ Q[[X]] une série entière dont les coe�cients prennent un nombre �ni

de valeurs. Cette série entière est soit rationnelle, soit transcendante sur Q(X).

12



Preuve. Considérons un entier M ∈ N tel que les Man soient entiers et un entier K ∈ N tel que les

Man +K sont positifs (c'est possible puisque les an sont en nombre �ni). La série g =Mf +
K

1−X
est

alors à coe�cients (bn)n∈N entiers naturels bornés et a la même algébricité que f sur Q(X).
Supposons que f est algébrique. Il nous su�t de montrer qu'elle est rationnelle pour conclure. Puisque
f est algébrique, g l'est aussi. Soient donc p et q deux nombres premiers distincts majorant strictement
les coe�cients de g. Ainsi, les projections de g dans Fp et dans Fq sont elles aussi algébriques et ont
les mêmes coe�cients que g. Par conséquent, d'après le théorème de Christol, la suite (bn)n∈N est à la
fois p-automatique et q-automatique. Puisque p et q sont distincts, le théorème de Cobham nous indique
que la suite (bn)n∈N est ultimement périodique, c'est-à-dire que g est rationnelle, et donc que f est
rationnelle.

�

Exemple 2.2.7

Le théorème de Fatou peut par exemple servir à démontrer sans heurts la transcendance de certaines
séries lacunaires.
Considérons par exemple la série indicatrice des carrés parfaits f =

∑
n∈NX

n2

. D'après le théorème de
Fatou, si cette série est algébrique, c'est qu'elle est rationnelle, i.e. que la suite de ses coe�cients est
récurrente linéaire d'ordre d à partir d'un certain rang, d'après le théorème 1.1.4. Or, pour tout entier n
su�samment grand, on a :

n2 < n2 + d < (n+ 1)2

ce qui contredit le fait que la suite caractéristique des carrés parfaits soit récurrente linéaire (tous ses
termes seraient nuls à partir d'un certain rang). La série f est donc transcendante (à noter que l'on peut
en réalité se passer d'outils aussi puissants pour le démontrer, cf Example 5.5.1 de [AS03]).
Plus généralement, on déduit du théorème de Fatou que si une série lacunaire (entendue comme une
série comportant uniquement des 1 et des 0 parmi ses coe�cients) est algébrique, alors soit c'est un
polynôme, soit le nombre de ses coe�cients successifs nuls est borné. La série

∑
n∈NX

n! est donc par
exemple elle aussi transcendante.

3 Zéros des coe�cients des séries algébriques

3.1 Le théorème de Skolem-Mahler-Lech

Dans un corps de caractéristique nulle, on connait depuis longtemps la forme que prennent les en-
sembles des zéros des suites récurrentes linéaires (c'est-à-dire des séries rationnelles). Le théorème suivant
a d'abord été démontré en 1933 par Skolem sur Q, puis étendu en 1935 par Mahler au corps des réels
algébriques, pour être en�n généralisé à tout corps de caractéristique nul par Lech en 1953. C'est pour
cette raison qu'il porte leurs trois noms. Une courte preuve en est donné dans [Eve+03], tandis que
Hansel en donne une preuve plus longue et plus élémentaire [Han86].

Théorème 3.1.1 (Skolem-Mahler-Lech)
Soit K un corps de caractéristique nulle et a ∈ KN une suite récurrente linéaire à coe�cients
dans K. L'ensemble Z(a) = {n ∈ N | an = 0} est ultimement périodique.

Remarque. Il n'est pas très di�cile de voir que la réciproque du théorème est juste. En e�et, si on se
donne une union �nie de progressions d'arithmétiques complètes quelconque, on peut la ré-écrire comme
une union �nie de progressions arithmétiques de même période en considérant le ppcm des périodes et
en décomposant certaines progressions arithmétiques. Par exemple, on peut écrire :

(2N+ 1) ∪ (3N+ 0) = (6N+ 1) ∪ (6N+ 3) ∪ (6N+ 5) ∪ (6N+ 0) ∪ (6N+ 3)

C'est d'ailleurs pour cette raison que l'on impose parfois une écriture des progressions arithmétiques
avec la même période dans l'énoncé du théorème de Skolem-Mahler-Lech, mais cette formulation est
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équivalente à celle que l'on a donné.
Étant donc donné une union �nie de progressions arithmétiques complètes de même période, disons
d⋃

i=0

(rN+ bi), il su�t de considérer la suite périodique (an)n∈N de période r et de premiers termes aj = 0

si j est égal à l'un des bi et aj = 1 sinon, pour j < r. Pour une union �nie de singletons et de progressions
arithmétiques quelconque, il su�t de voir que multiplier une suite rationnelle par un Xs et lui ajouter
un polynôme ne modi�e pas son caractère rationnel (ceci permet de modi�er un nombre �ni de termes
de la suite).

Exemple 3.1.2 Le théorème de Skolem-Mahler-Lech n'est cependant plus véri�é en caractéristique p >
0. Aux progressions arithmétiques et aux ensembles �nis, il faut ajouter une nouvelle classes d'ensembles
pathologiques appelés "p-nested sets" par Derksen [Der07]. En e�et, le morphisme de Frobenius fait
apparaître de nombreux contre-exemples au théorème de Skolem-Mahler-Lech énoncé en caractéristique
nulle. On peut par exemple se placer sur le corps Fp(X) et considérer la suite a dé�nie par :

∀n ∈ N, a(n) = (X + 1)n −Xn − 1

Cette suite est bien récurrente linéaire, puisqu'elle est annulée par (E − X − 1)(E − X)(E − 1) (cf
dé�nition 3.2.1). En outre, pour tout entier k ∈ N, on a :

a(pk) = Xpk

+ 1−Xpk

− 1 = 0

Si bien que Z(a) = {1, p, p2, p3, . . .} à cause du (ou grâce au) morphisme de Frobenius. L'ensemble Z(a)
n'est donc pas ultimement périodique.

3.2 Quelques propriétés des séries rationnelles

Détaillons quelques résultats sur les suites récurrentes linéaires, principalement tirés d'Everest, van
der Poorten, Shparlinski, Ward [Eve+03] et de Derksen [Der07], a�n de faciliter leur étude plus tard.
Dans cette partie, on travaille sur un corps K quelconque, sauf mention contraire.

Dé�nition 3.2.1 (Polynôme minimal d'une suite récurrente linéaire)
Soit K un corps quelconque. On dé�nit sur l'espace KN des suites à valeur dans K l'opérateur
de translation :

E :

{
KN −→ KN

(an)n∈N 7−→ (an+1)n∈N

Soit a ∈ KN récurrente linéaire. Par hypothèse il existe un polynôme P ∈ K[X] tel que
P (E)(a) = 0. On se donne donc Ia l'idéal des polynômes qui appliqués à E annulent a :

Ia = {P ∈ K[X] | P (E)(A) = 0}

et l'on s'en donne le générateur unitaire Pa, appelé le polynôme minimal de la suite récurrente
linéaire a.

Exemple 3.2.2 Le polynôme minimal d'une suite périodique de période p première est le polynôme
Xp − 1. En général, si une suite a = (a(n))n∈N véri�e une relation de récurrence :

γ0a(n) + · · ·+ γd−1a(n+ d− 1) = a(n+ d)

et que l'on impose que d soit minimal, alors Pa = Xd − γd−1X
d−1 − · · · − γ0.

Remarque. Soit a ∈ KN une suite récurrente linéaire. Quitte à considérer la clôture algébrique de K,
on peut supposer que Pa est scindé. On le décompose donc :

Pa(X) =

r∏
i=1

(X − αi)
mi
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où les αi sont distincts. D'après le lemme des noyaux, on peut écrire :

KerPa(E) =

r⊕
i=1

Ker((E − αi)
mi)

Par conséquent, il existe des suites bi ∈ Ker((E − αi)
mi), i = 1, 2, . . . , r telles que a = b1 + · · ·+ br.

En outre, chacune de ces suites bi est par dé�nition annulée par (E − αi)
mi et on peut montrer par

récurrence que :

∀n ∈ N, bi(n) =
mi−1∑
j=0

(
n

j

)
βi,jα

n
i

pour des éléments βi,j ∈ K �xés et en utilisant la formule véri�ée pour tout entiers naturels m,n et
k ⩽ m :

m∑
j=0

(
n+ j

k

)(
m

j

)
(−1)m−j = 0

Pour démontrer cette formule, on peut par exemple s'intéresser aux coe�cient d'ordre k du polynôme
(X+1)nXm = (X+1)n((X+1)−1)m, ou simplement demander à Dounia Darkaoui (dounia.darkaoui@ens-
rennes.fr).
Si bien que l'on peut écrire :

∀n ∈ N, a(n) =
r∑

i=1

mi−1∑
j=0

βi,j

(
n

j

)
αn
i (⋆)

On remarque que si par exemple α1 = 0, la suite b1 est nulle à partir d'un certain rang et n'a�ecte
donc plus a.
En outre, s'il existe i ̸= j pour lesquels il existe un entier k tel que αk

i = αk
j , alors pour tout t < k :

bi(kn+ t) =

mi−1∑
s=0

βi,s

(
n

s

)
αt
i(α

k
i )

n et bj(kn+ t) =

mi−1∑
s=0

βj,s

(
n

s

)
αt
j (α

k
j )

n︸ ︷︷ ︸
=(αk

i )
n

Si bien que quitte à modi�er les βi,j , on peut réécrire chacune des suites (a(kn + t))n∈N sous la forme
(⋆) avec r − 1 au lieu de r, et l'ensemble de ces sous-suites forment en quelque sorte une partition de la
suite a. En�n, si Pa est à racines simples, c'est-à-dire que les mi sont tous égaux à 1, on peut écrire plus
simplement a sous la forme :

∀n ∈ N, a(n) =
r∑

i=1

βiα
n
i (⋆⋆)

où β1, . . . , βr ∈ K.
On aboutit donc assez naturellement aux dé�nitions suivantes.

Dé�nition 3.2.3 (Suite basique, non-dégénérée, simple)
Soit a une suite récurrente linéaire et l'on considère Pa son polynôme minimal, que l'on suppose
scindé, quitte à travailler sur la clôture algébrique de notre corps de base. On dit que a est :

i. basique si 0 n'est pas une racine de Pa.

ii. non-dégénérée si les racines de de Pa sont non nulles et telles que le quotient de deux
racines distinctes n'est pas une racine de l'unité.

iii. simple si Pa est à racines simples.
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Lemme 3.2.4 (Stabilité par sous-progression arithmétique)
Soit j < k deux entiers naturels. On rappelle que l'endomorphisme T k

j sur l'espace KN des suites à
valeurs dans K, est dé�ni par :

∀a ∈ KN, ∀n ∈ N, T k
j a(n) = a(kn+ j)

Soit a ∈ KN récurrente linéaire d'ordre d. La suite T k
j a est récurrente linéaire d'ordre au plus d.

Preuve. Dans cette démontration et dans la suite, on notera ResY (P (Y ), Q(Y )) le résultant par rapport
à la variable Y de P et Q.
Notons donc Qa(X) = ResY (Y

k −X,Pa(Y )) et Ua(X) = ResY (Y
k−1 + Y k−2X + · · · +Xk−1, Pa(Y )).

Au signe près, les polynômes Qa(X) et Ua(X) sont unitaires de degrés respectifs au plus d et d(k − 1).
En e�et, la variable X apparait d fois dans la matrice dont Qa(X) est le déterminant. En outre, on a :

Y k −Xk = (Y −X)(Y k−1 + Y k−2X + · · ·+Xk−1)

Donc : Q(Xk) = ResY (Y
k − Ek, Pa(Y

k)) = ResY (Y − E,Pa(Y )Ua(X) = Pa(X)Ua(X). En particulier,
Ua(X) est bien de degré au plus d(k − 1). Grâce à cette relation, on obtient :

Qa(E)T k
j a = T k

j Q(Ek)a = T k
j Ua(E)Pa(E)a = 0

où l'on utilisé le fait que E ◦ T k
j = T k

j ◦Ek. Ceci prouve bien que T k
j a est récurrente linéaire d'ordre au

plus d (qui majore le degré de Q).

�

Remarque. Les T k
j sont en quelque sorte les équivalents pour les suites des opérateurs de Cartier.

On a démontré dans le lemme 2.2.1 que sur un corps �ni, le p-noyau d'une série formelle était �ni
si et seulement son orbite sous Ω était �nie. Or, le p-noyau n'est autre que l'orbite sous l'action du
monoïde engendré par les T p

j . Ainsi, dans les corps �nis, si les T
k
j et les opérateurs de Cartier di�èrent

techniquement, ils ne sont pas si éloignés moralement. On a d'ailleurs la relation suivante, pour une série
formelle f =

∑
a(n)Xn sur un corps K de caractéristique p :

∑
n∈N

(T p
j a)(n)X

pn =

(∑
n∈N

a(pn+ j)1/pXn

)p

= Λj(f)
p

Maintenant que l'on a démontré que les suites récurrentes étaient stables par par passage aux T k
j , on

peut utiliser ces opérateurs pour "réduire" nos suites, comme on a commencé à le faire informellement
plus tôt.

Théorème 3.2.5 (Réduction des suites récurrentes linéaires)
Soit a ∈ KN une suite récurrente linéaire.

i. Il existe un entier i tel que Eia est basique.

ii. Si a est basique, alors il existe un entier naturel k tel que pour tout 0 ⩽ j < k, la suite
T k
j a est récurrente linéaire.

iii. Si de plus K est de caractéristique non nulle p, alors on peut choisir k tel que T k
j a est en

outre simple pour tout entier 0 ⩽ j < k.

Preuve.

i. Pour un certain entier i, on peut écrire Pa(X) = XiQ(X), où X ne divise pas Q. De sorte que
Q(E)Eia = Pa(E)a = 0, si bien que Eia est basique.
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ii. Décomposons Pa = Pa(X) =

r∏
i=1

(X − αi)
mi . Pour un certain entier k, tous les quotients αi/αj qui

sont des racines de l'unité sont des racines k-ièmes de l'unité. De sorte qu'un polynôme dont les
racines seraient parmi les αk

1 , . . . , α
k
r véri�erait la condition de non-dégénérescence.

Le polynôme Qa(X) = ResY (Y
k − X,Pa(Y )) a pour racines les αk

1 , . . . , α
k
r , et donc les suites

T k
j a, j = 0, 1, . . . , k − 1 (dont Qa est un polynôme annulateur) sont non-dégénérées.

iii. Notons γ1, . . . , γs les éléments distincts de αk
1 , . . . , α

k
r et donnons-nous q ⩾ d une puissance de p. De

sorte que si l'on pose U(X) =

s∏
i=1

(X − γqi ), alors U(Xq) =

r∏
i=1

(Xq − γqi ) =

r∏
i=1

(X − γi)
q est divisible

par Qa(X) (c'est un polynôme de degré au plus d dont les racines sont les γi).
Or, Pa(X) divise Q(Xk) (d'après la démonstration du lemme précédent) et donc Pa divise U(Xqk).
Par conséquent, pour tout entier 0 ⩽ j < qk :

U(E)T qk
j a = T qk

j U(Eqk)a = 0

Par dé�nition de U , les suites T qk
j a sont donc simples et non-dégénérées.

�

Outre la simpli�cation algébrique de leur écriture, réduire une suite récurrente linéaire en une suite
non-dégénéres permet en quelque sorte de maîtriser l'ensemble de ses zéros, et d'en retirer les classes
d'ensembles "simples" comme les progressions arithmétiques, pour se concentrer sur les cas patholo-
giques. On appelle ces ensembles dont on veut se débarasser les ensembles équilibrés. Plus précsiément,
un ensemble d-équilibré est un ensemble de la forme :

{m0 + ε1m1 + · · ·+ εdmd | ε1, . . . , εd ∈ {0, 1}}

Où m0 ∈ N et m1, . . . ,md ∈ N∗

Lemme 3.2.6

Soit a ∈ KN une suite non-nulle récurrente linéaire d'ordre d.

i. Si K est de caractéristique nulle et si a est non-dégénérée, alors Z(a) ne contient pas d'ensemble
(d− 1)-équilibré.

ii. Si K est de caractéristique p > 0 et si a est simple et non-dégénérée, alors Z(a) ne contient pas
d'ensemble (d− 1)-équilibré.

Preuve. Dans un corps de caractéristique quelconque, supposons que

S = {m0 + ε1m1 + · · ·+ εd−1md−1 | ε1, . . . , εd−1 ∈ {0, 1}} ⊂ Z(a)

On décompose le polynôme minimal de a, Pa =

d∏
i=1

(X − αi) et l'on pose Q = Xm0

d−1∏
i=1

(Xm1 − αmi
i ).

Dans les cas i. et ii. pour i < d, le polynôme X − αi ne divise pas
Xmi−α

mi
i

X−αi
.

En e�et, dans le cas i. si αmi

d = αmi
i , alors αd = αi (on est en caractéristique nulle). Or, Xmi − αi a

pour dérivée miX
mi−1 et donc puisque 0 n'est pas racine de Xmi − αi (la suite a est basique), il est à

racines simples. Par conséquent, αd ne peut pas être racine de Xmi−α
mi
i

X−αi
.

Dans le cas ii. puisque la suite est simple et non-dégénérée, αd/αi n'est pas une racine de l'unité et donc
αmi

d ̸= αmi
i .

Le polynôme Pa divise donc Q(X)(X − αd), mais ne divise pas Q(X), puisque :

Q(X)

P (X)
=

1

X − αd
Xm0

d−1∏
i=1

Xmi − αmi
i

X − αi
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On a (E − αd)Q(E)a = 0, c'est-à-dire que la suite Q(E)a est annulée par E − αd. Donc il existe un
élément β ∈ K (quitte à l'augmenter) tel que Q(E)a(n) = βαn

d pour tout entier n.
Si un entier i est tel que le coe�cient d'ordre i de Q est non nul, c'est qu'il s'écrit sous la forme
i = m0 + ε1m1 + · · ·+ εd−1mdd− 1 et donc qu'il appartient à S. Par hypothèse, on a donc a(i) = 0.
Or, β = Q(E)a(0), et c'est donc une combinaison linéaire de a(i), i ∈ S. Par conséquent, β = 0, si bien
que Q(E)a = 0, ce qui est impossible puisque Pa ne divise pas Q.

�

3.3 Une première généralisation de Skolem-Mahler-Lech

3.3.1 Free frobenius spliting

Avant toute chose, nous allons énoncer et démontrer un lemme algébrique technique, à la base de ce
que Derksen [Der07] appelle le "Free Frobenius splitting". Pour cela, on va travailler sur une extension
�niment engendrée K de Fp.
On rappelle que le corps K⟨p⟩ est le sous-corps de K correspondant à l'image de K par le morphisme
de Frobenius. On a alors l'égalité : [K : K⟨p⟩] · [K⟨p⟩ : Fp] = [K : Fp] < +∞, si bien que Fp ⊂ K⟨p⟩ ⊂ K
sont des extensions �nies. On peut donc se donner une base h1, . . . , hm de K en tant que K⟨p⟩-espace
vectoriel, de sorte que :

K = K⟨p⟩h1 ⊕ · · · ⊕K⟨p⟩hm

On peut donc dé�nir πi : K → K, i = 1, 2, . . . ,m par la relation :

∀f ∈ K, f =

m∑
i=1

πi(f)
phi

Cette relation n'est pas sans rappeler celle du point ii. du lemme 2.1.2 sur les opérateurs de Cartier.
Cette fois-ci, on e�ectue le splitting sur K directement, plutôt que sur K[[X]] (ou KN). Il est donc
naturel de voir que l'on a la relation :

∀f, g ∈ K,πi(g
pf) = gπi(f)

Lemme 3.3.1 (Une borne bien utile)
Soit V un sous Fp-espace vectoriel de K de dimension �nie n contenant 1. Pour tout entier l, on a
l'inclusion :

V l ⊂ (V ⌊l/p⌋)⟨p⟩V n(p−1)

où en général, pour deux sous-espace vectoriels de K, VW désigne l'espace engendré par les vw, v ∈
v, w ∈W .

Preuve. Donnons-nous (e1, . . . , en) une base de V . Puisque V contient 1, l'espace V l est engendré
par les produits �nis d'au plus l élements ei. Soit f = ea1

1 · · · ean
n un de ces générateurs, avec donc

a1 + · · ·+ an ⩽ l. Pour tout 1 ⩽ i ⩽ n, on peut décomposer ai = pbi + ci avec bi ∈ N et 0 ⩽ ci < p. Par
conséquent :

f = ( eb11 · · · ebnn︸ ︷︷ ︸
= u ∈ V ⌊l/p⌋

)p · ( ec11 · · · ecnn︸ ︷︷ ︸
= v ∈ V n(p−1)

) ∈ (V ⌊l/p⌋)⟨p⟩V n(p−1)

En e�et, il est clair que
∑
ci ⩽ n(p− 1) et puisque p

∑
bi =

∑
ai −

∑
ci ⩽ l, on a bien

∑
bi ⩽ ⌊l/p⌋.

À noter que si l'on n'avait pas supposé que 1 ∈ V , il aurait fallut s'assurer que ces inégalités soient des
égalités, ce qui ne semble pas réalisable.

�

Nous sommes maintenant près à énoncer et démontrer le lemme à la base du "free Frobenius splitting".

Lemme 3.3.2 (Derksen)
Soit V un sous Fp-espace vectoriel de K de dimension �nie. Il existe V ⊂ W ⊂ K un sous Fp-espace
vectoriel de dimension �nie tel que :

∀1 ⩽ i ⩽ m, πi(VW ) ⊂W
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Preuve. On va tout d'abord chercher à augmenter l'espace V pour travailler plus facilement par la
suite.
Quitte à augmenter V en un espace V ′, on peut supposer que V contient 1, h1, . . . , hm ainsi que les
générateurs de K en tant sur-corps de Fp. En e�et, si l'on démontre que l'on a un espace de dimension
�nie W contenant V ′ (qui est lui-même bien de dimension �nie) tel que pour tout i, πi(V ′W ) ⊂W alors
on a V ⊂ V ′ ⊂W et les inclusions :

πi(VW ) ⊂ πi(V
′W ) ⊂W

pour i = 1, 2, . . . ,m. Le fait que V contienne 1 implique qu'en général, V l ⊂ V l+1 (ce qui ne serait pas
vrai sinon), inclusion dont nous nous servirons de nombreuses fois par la suite. Donnons-nous maintenant
A l'anneau engendré par V . Puisque V contient les hi, on a l'inclusion de A⟨p⟩-modules suivante :

A⟨p⟩h1 ⊕ · · · ⊕A⟨p⟩hm ⊂ A

En outre, V (et donc A également) engendrent K en tant que Fp-espace vectoriel. Par conséquent, tout
élément de K s'écrit comme un produit �ni d'éléments de A et d'inverses (dans K) d'éléments de A.
Ainsi, pour tout élément h ∈ K, il existe un élément g ∈ A tel que gh ∈ A. On va utiliser ce fait pour
montrer que le A⟨p⟩-module M = A/(A⟨p⟩h1 ⊕ · · · ⊕A⟨p⟩hm) est un module de torsion.

Soit f ∈ A. Puisque A ⊂ K, on a l'égalité f =

m∑
i=1

πi(f)
ph. Or, pour tout 1 ⩽ i ⩽ m, il existe un élément

gi ∈ A tel que πi(f)gi ∈ A. Si l'on pose g = g1 · · · gm, on obtient que gpf ∈ A⟨p⟩h1 ⊕ . . .⊕ A⟨p⟩hm. Par
conséquent, en considérant un tel élément de A pour chaque générateur de A en tant que A⟨p⟩-module
(qui sont en nombre �ni par hypothèse) et en considérant leur produit, on dispose d'un élément g ∈ A
tel que pour tout f ∈ A, gpf ∈ A⟨p⟩h1 ⊕ · · · ⊕A⟨p⟩hm. C'est bien ce que l'on recherchait.
Ainsi, si l'on localise A par rapport à g (ce qui revient à localiser par rapport à gp), on obtient :

Ag = Agp = (Ag)
⟨p⟩h1 ⊕ . . .⊕ (Ag)

⟨p⟩hm

De même que précédemment, on peut supposer que V contient g−1. Par ce que l'on vient de montrer,
cela implique que A = Ag et donc que l'on a l'égalité de A⟨p⟩-modules :

A⟨p⟩h1 ⊕ · · · ⊕A⟨p⟩hm = A

On a désormais le bon espace vectoriel V pour attaquer pour de bon la preuve. D'après le lemme 3.3.1,
si n est la Fp-dimension de V , on a pour tout entier l l'inclusion :

V l ⊂ (V ⌊l/p⌋)⟨p⟩V n(p−1)

Notons maintenant (e1, . . . , en) une base de V . Par dé�nition, l'espace V n(p−1) est engendré par les
ek1
1 · · · ekn

n , avec
∑
ki = n(p− 1).

Notons k = (k1, . . . , kn). On écrit : ek1
1 · · · ekn

n =
m∑
i=1

πi(e
k1
1 · · · ekn

n )phi. Or, πi(e
k1
1 · · · ekn

n ) est un élément

de A = A⟨p⟩h1 ⊕ · · · ⊕ A⟨p⟩hm. C'est donc un élément de V Ci,k pour une certaine constante Ci,k. C'est
le cas, car V engendre A (en tant qu'anneau), donc tout élément de A est contenu dans un V l.
Ainsi, si l'on considère C = max

i,k
Ci,k, on a l'inclusion :

V n(p−1) ⊂ (V C)⟨p⟩h1 ⊕ · · · ⊕ (V C)⟨p⟩hm

Ainsi, on obtient :

V l ⊂ (V ⌊l/p⌋)⟨p⟩V n(p−1) ⊂ (V ⌊l/p⌋+C)⟨p⟩h1 ⊕ . . .⊕ (V ⌊l/p⌋+C)⟨p⟩hm

Si l'on trouve un entier l tel que :

V l ⊂ (V l−1)⟨p⟩h1 ⊕ . . .⊕ (V l−1)⟨p⟩hm

Alors en considérant W = V l−1, on aura bien V ⊂ W et πi(VW ) = πi(V
l) ⊂ V l−1 = W , ce qui

concluera la preuve.
Étant donné le travail que l'on a déjà fourni, il parait naturel de chercher un entier l tel que l − 1 ⩾
⌊l/p⌋+ C. Il su�t donc de considérer l ⩾ l/p+ C + 1, i.e. l ⩾ p(C + 1)/(p− 1).

�
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3.3.2 Un premier théorème de Derksen

Nous allons dans cette section démontrer le théorème suivant, du à Derksen [Der07]. C'est une
première étape vers la généralisation du théorème de Skolem-Mahler-Lech en caractéristique p.

Théorème 3.3.3 (Derksen)
Soit K une extension �niment engendrée de Fp et a ∈ KN une suite récurrente linéaire.
L'ensemble Z(a) est p-automatique.

Preuve. En utilisant le théorème 3.2.5, le résultat n'a besoin d'être démontré que pour les suites
simples, basiques et non-dégénérées. En e�et, un ensemble reste p-automatique quitte à en modi�er un
nombre �ni de termes, donc on peut la supposer basique. De plus, pour tout entier k ⩾ 2, un ensemble
S est p-automatique si et seulement si les ensembles (Lk

j )
−1S, j = 0, 1, . . . , k − 1 le sont, donc puisque

l'on travaille en caractéristique p, on peut supposer que a est simple et non-dégénérée.

On écrit donc : ∀n ∈ N, a(n) =
d∑

i=1

βiα
n
i , avec les αi, βi ∈ K\{0}, quitte à augmenter K.

Tout d'abord, on se ramène au cas où K une extension �niment engendrée sur Fp. En e�et, a est toujours
une suite récurrente linéaire basique, simple et non-dégénérée sur le sous-corps K0 de K engendré par
les βi et les αi, donc quitte à remplacer K par K0, on peut supposer que K est �niment engendré sur
Fp.
Considérons maintenant le sous Fp-espace vectoriel de K suivant, qui est de dimension �nie :

V = VectFp

{
αj
i , βi ∈ K | 1 ⩽ i ⩽ d, 0 ⩽ j < p

}
Soit W l'espace vectoriel donné par le lemme 3.3.2 appliqué à V . Notons ai la suite (αn

i )n∈N, de sorte

que a =

d∑
i=1

βiai. D'une façon similaire au théorème de Sharif et Woodcock, on veut un espace vectoriel

contenant a qui soit de dimension �nie et ayant de bonnes propriétés de stabilité. On s'intéresse donc à
l'espace :

U =Wa1 +Wa2 + · · ·+Wad

En étendant la dé�nition des πi aux suites (en les appliquant coordonnée par coordonnée), pour tout
1 ⩽ i ⩽ m et 0 ⩽ j < p, on a l'inclusion : πi(T

p
j U) ⊂ U . En e�et, pour tout 1 ⩽ k ⩽ d :

πiT
p
j (Wak) = πi(W · (αpn+j

k )n∈N) = πi(W αj︸︷︷︸
∈ V

·((αn)n∈N)
p) ⊂ πi(WV )ak ⊂Wak

Considérons maintenant W la collection des ensembles de la forme :
r⋂

i=1

Z(bi)

où r décrit N et les bi décrivent U . L'ensemble Z(a) appartient trivialement à W, puisque a ∈ U et W
est �ni, car U l'est (l'espace W est un Fp espace vectoriel de dimension �nie). Donc si l'on parvient à
montrer que W est stable par les (Lp

i )
−1, il en résultera que Z(a) est p-automatique.

Soit S =
⋂r

j=1 Z(bj) ∈ W et 0 ⩽ i < p. On écrit :

(Lp
i )

−1(Z(bj)) = Z(T p
i bj) =

m⋂
k=1

Z(πk(T
p
i bj)︸ ︷︷ ︸

∈ U

) ∈ W

En e�et, un élément de K est nul si et seulement si ses projections selon les πk sont toutes nulles. Par
conséquent, puisque W est stable par intersection �nie, on obtient :

(Lp
i )

−1S =

r⋂
j=1

(Lp
i )

−1Z(bj) ∈ W

Cela conclue la preuve !
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3.3.3 Extension aux séries algébriques

À partir d'une reformulation du théorème de Sharif et Woodcock [SW88], Adamczewski et Bell
[AB12] ont étendu le théorème 3.3.3 de Derksen aux séries algébriques en plusieurs variables, en utilisant
à nouveau le free Frobenius splitting.

Théorème 3.3.4 (Une reformulation du théorème de Sharif et Woodcock)
Soit K un corps parfait de caractéristique p et une suite d-dimensionnelle a ∈ KNd

telle que
la série formelle f à d indéterminées dont les coe�cients forment la suite a est algébrique sur
K(X).
Il existe un entier naturel m et des suites d-dimensionelles a1, . . . , am sur K telles que :

i. Les séries formelles fi =
∑
n∈Nd

ai(n)X
n, i = 1, 2, . . . ,m forment une base de VectK Ω(f).

ii. f1 = f

iii. Si une suite d-dimensionnelle b sur K est telle que la série formelle correspondante g
appartient à VectK Ω(f), alors pour tout j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}d, T p

j b ∈ Kap1 + · · ·+Kapm.

Preuve. Puisque f est algébrique, le théorème 2.1.4 nous indique que VectK Ω(f) est de dimension
�nie. Par conséquent, il existe des suites d-dimensionnelles a1, . . . , am sur K telles que les séries corres-
pondantes f1, . . . , fm forment une base de VectK Ω(f) et on peut imposer que f1 = f . Soit maintenant
b une suite d-dimensionnelle sur K telle que la série formelle correspondante g appartient à VectK Ω(f).
On peut écrire :

g(X) =
∑

j∈{0,...,p−1}d

XjΛj(g(X))p

Puisque g ∈ VectK(Ω(f)), qui est stable par les opérateurs de Cartier, Λj(g(X)) ∈ Kf1 + · · ·+Kfm et
donc Λj(g(X))p ∈ Kfp1 + · · · +Kfpm. Or, pour j ∈ {0, . . . , p − 1}d et n ∈ Nd, le coe�cient d'ordre pn
de Λj(g(X))p est égal à T p

j b(n), si bien que :

T p
j b(n) ∈ Ka1(n)

p + · · ·+Kam(n)p

Ce qui conclue la preuve.

�

Théorème 3.3.5 (Adamczewski et Bell)
Soit K un corps de caractéristique p > 0 et f ∈ K[[X]] une série formelle d-dimensionnelle
algébrique. L'ensemble Z(f) ⊂ Nd est p-automatique.

Preuve. La preuve est très proche de la preuve initiale de Derksen et se base sur le lemme 3.3.2.
Considérons tout d'abord des suites a1, . . . , am ∈ KNd

, telles que décrites dans le théorème 3.3.4. D'après
la propriété iii. pour tout 1 ⩽ i ⩽ m et j ∈ {0, . . . , p− 1}d, il existe des éléments λ(i, j, k), k = 1, . . . ,m
tel que :

T p
j ai =

m∑
k=1

λ(i, j, k)apk

On peut se ramene au cas oùK est une extension �niment engendré de Fp. En e�et, siK0 est le sous-corps
de K engendré par les coe�cients des f1, . . . , fm et par les λ(i, j, k), alors K0 est �niment engendrée sur
Fp. C'est le cas puisque, f1, . . . , fm étant algébriques sur K(X), leurs coe�cients sont contenus dans
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une extension �niment engendrée de Fp. Donc quitte à remplacer K0 par K, on peut supposer que K
est �niment engendré sur Fp.
Considérons maintenant le sous Fp-espace vectoriel de K suivant, qui est de dimension �nie suivant :

V = VectFp

{
1, λ(i, j, k) ∈ K | 1 ⩽ i, k ⩽ m, j ∈ {0, . . . , p− 1}d

}
Soit W l'espace vectoriel donné par le lemme 3.3.2 appliqué à V . On intrdoduit l'espace suivant :

U =Wa1 +Wa2 + · · ·+Wam

Cet espace contient a = 1 · a1 + 0 · a2 + · · · + 0 · am (et en général, il contient les aj). De plus, pour
tout 1 ⩽ i ⩽ m et j ∈ {0, . . . , p − 1}d, on a l'inclusion : πi(TjU) ⊂ U . En e�et, pour tout 1 ⩽ k ⩽ d,
T p
j ak ∈ V ap1 + · · ·+ V apm et donc :

πiT
p
j (Wak) ⊂ πi(WV ap1 + · · ·+WV apm)

⊂ πi(WV )ap1 + · · ·+ πi(WV )apm ⊂Wa1 + · · ·+Wam = U

Considérons maintenant W la collection des ensembles de la forme :

r⋂
i=1

Z(bi)

où r décrit N et les bi décrivent U . L'ensemble Z(a) appartient trivialement à W, puisque a ∈ U et W
est �ni, car U l'est (l'espace W est un Fp espace vectoriel de dimension �nie). Donc si l'on parvient à
montrer que W est stable par les (Lp

i )
−1, il en résultera que Z(a) est p-automatique.

Soit S =
⋂r

j=1 Z(bj) ∈ W et 0 ⩽ i < p. On écrit :

(Lp
i )

−1(Z(bj)) = Z(T p
i bj) =

m⋂
k=1

Z(πk(T
p
i bj)︸ ︷︷ ︸

∈ U

) ∈ W

En e�et, un élément de K est nul si et seulement si ses projections selon les πk sont toutes nulles. Par
conséquent, puisque W est stable par intersection �nie, on obtient :

(Lp
i )

−1S =

r⋂
j=1

(Lp
i )

−1Z(bj) ∈ W

Ce qui conclue la preuve.

�

Remarque. Ce théorème généralise à la fois le théorème de Derksen (théorème 3.3.3) et le sens direct
du théotrème de Christol (théorème 2.2.2).
Pour le théorème de Derksen, il s'agit simplement de remarquer qu'une série rationelle est en particulier
algébrique.
Pour le théorème de Christol, si f(X) est une série algébrique sur un corps �ni Fq, on a montré que
les ensembles Z(f(X) − λ/(1 −X)), λ décrivant Fq sont p-automatiques. Leurs suites caractéristiques
χλ le sont donc aussi, si bien que la suite

∑
λ∈K λχλ est p-automatique. C'est exactement la suite des

coe�cients de f .

3.4 Une généralisation plus �ne de Skolem-Mahler-Lech

Dans la suite, nous nous baserons principalement sur l'article [Der07] de Harm Derksen.
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3.4.1 Propriété de l'automate d'un ensemble de zéros

On commence par observer un certain nombre de propriétés de l'automate produisant un ensemble
de la forme Z(a), avec a une suite récurrente linéaire. Plus précisément, on va s'intéresser à l'automate
construit à partir du p-noyau de Z(a). Rigoureusement, ses états sont les (χ(prn + j))n∈N, où χ est la
suite caractéristique de Z(a), mais on va les remplacer par les ensembles (Lpr

j )−1Z(a) pour simpli�er
notre écriture.
Pour une suite récurrente linéaire simple et non dégénérée a, on dé�nit le niveau ℓ(Z(a)) de Z(a) comme
le plus petit entier naturel d tel que l'on peut écrire :

Z(a) = Z(b1) ∩ Z(b2) ∩ . . . ∩ Z(br)

où b1, . . . , br ∈ KN sont des suites récurrentes linéaires simples et non-dégénérées d'ordre au plus d.
Le niveau de N = Z(0) est 0, tandis que le niveau de ∅ = Z(1) est 1. Si Z(a) ̸= ∅,N, alors ℓ(Z(a)) ⩾ 2,
puisqu'une suite récurrente d'ordre au plus 1 est de la forme (γn0 )n∈N (et son ensemble de zéros est donc
soit ∅, soit N).
Puisque les états de l'automate produisant a sont eux-même des ensembles de zéros de suites récurrentes
linéaires (on a (Lk

j )
−1Z(a) = Z(T k

j a) et T
k
j a est récurrente linéaire), on peut s'intéresser aux relations

entre les niveaux des états.

Lemme 3.4.1

Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit a ∈ KN une suite récurrente linéaire simple, non-
dégénérée et non nulle d'ordre d. Soit A l'automate construit à partir du p-noyau de S.

i. Soient Q,R ∈ Np(Z(a)). S'il existe un chemin dans A de Q à R, alors ℓ(Q) ⩾ ℓ(R).

ii. Soient Q,R ∈ Np(Z(a)) tel que ℓ(Q) ⩾ 2. S'il existe dans A deux chemins distincts de Q à R de
même longueur, alors ℓ(Q) > ℓ(R).

iii. N n'est pas un état de l'automate A.

Preuve. Écrivons Q =

s⋂
i=1

Z(bi), avec b1, . . . , bs sont des suites récurrentes linéaires simples non-

dégénérées d'ordre au plus d = ℓ(Q).

i. Supposons qu'il existe un chemin dans A de Q à R. Ainsi, R = (Lpr

j )−1Q pour des entiers naturels
r et j < pr. Par conséquent, on a :

R = (Lpr

j )−1

(
s⋂

i=1

Z(bi)

)
=

s⋂
i=1

(Lpr

j )−1Z(bi) =

s⋂
i=1

Z(T pr

j bi)

Et donc, d'après le lemme 3.2.4, le niveau ℓ(R) de R est bien inférieur ou égal à ℓ(Q).

ii. Supposons qu'il existe deux chemins distincts dans A de Q à R, de même longueur r. Dès lors, pour
deux entiers j, k ⩽ pr, on a R = (Lpr

j )−1Q = (Lpr

k )−1Q. Par conséquent, on a :

R =

s⋂
i=1

Z(T pr

j bi) et R =

s⋂
i=1

Z(T pr

k bi)

En intersectant R avec lui-même on obtient :

R =

s⋂
i=1

(
Z(T pr

j bi) ∩ Z(T pr

k bi)
)

On souhait maintenant écrire chaque intersection Z(T pr

j bi)∩Z(T pr

k bi) comme l'intersection des zéros
de suites récurrentes linéaires d'ordre au plus d− 1, ce qui achèvera de montrer que ℓ(R) ⩽ d− 1 <
d = ℓ(Q). Pour cela, démontrons le résultat suivant.

Lemme 3.4.2

Soit a une suite récurrente linéaire simple et non-dégénérée d'ordre d ⩾ 2. Si r est un entier naturel
et j, k < pr sont deux entiers naturels distincts, alors il existe deux suites b et c récurrentes linéaires
d'ordre au plus d− 1 telles que :

Z(T pr

j a) ∩ Z(T pr

k a) = Z(b) ∩ Z(c)
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Preuve. Puisque a est simple et non-dégérénrée, il existe des éléments α1, . . . , αd, β1, . . . , βd ∈ K
tels que :

∀n ∈ N, a(n) =
d∑

i=1

βiα
n
i

Par conséquent,

∀n ∈ N, T pr

j a(n) =

d∑
i=1

βiα
j
i (α

pr

i )n et T pr

k a(n) =

d∑
i=1

βiα
k
i (α

pr

i )n

Puisque d ⩾ 2, on peut dé�nir b = αk
1T

pr

j a − αj
1T

pr

k a et c = αk
2T

pr

j a − αj
2T

pr

k a. Si bien que b et c
sont d'ordre au plus d− 1 (on a pour chacune d'entre elles annulé une des composantes de la suite
a). En outre, on l'égalité suivante :

∀n ∈ N,
(
b(n)
c(n)

)
=

(
αk
1 −αj

1

αk
2 −αj

2

)(
T pr

j a(n)

T pr

k a(n)

)
Et :

det

(
αk
1 −αj

1

αk
2 −αj

2

)
= −αk

1α
j
2 + αk

2α
j
1

Ce déterminant est non, nul car a est non-dégénérée et donc (α1/α2) n'est pas une racine de l'unité.
En particulier, puisque k ̸= j, (α1/α2)

k−j ̸= 1. Par conséquent, le vecteur t
(
b(n) c(n)

)
s'annule si

et seulement si le vecteur t
(
T pr

j a(n) T pr

k a(n)
)
s'annule. Ainsi :

Z(T pr

j a) ∩ Z(T pr

k a) = Z(b) ∩ Z(c)

�

La démonstration de ce lemme conclue la démonstration du point ii.

iii. Si N est un état de A, alors c'est qu'il existe un entier r et un entier j < pr tel que N = (Lr
j)

−1Z(a).
Par conséquent, Z(a) contient l'ensemble prN+ j, ce qui contredit le lemme 3.2.6.

�

Montrons maintenant un résultat sur la structure même de l'automate donné par le p-noyau des zéros
d'une suite récurrente linéaire, simple et non-dégénérée.

Lemme 3.4.3

Soit a une suite récurrente linéaire, simple et non-dégénérée. Notons A l'automate donné par le p-noyau
de Z(a).
Un état Q est dit cyclique s'il existe un mot w non trivial (c'est-à-dire non vide) tel que δ(Q,w) = Q.
Soit Q un état cyclique non vide. Il existe un mot w0 tel que pour mot w, si δ(Q,w) = Q, alors il existe
un entier k tel que w = wk

0 . Ce mot w0 est appelé le cycle élémentaire de Q.

Preuve. Considérons tout d'abord w0 un mot longueur minimale tel que δ(Q,w0) = Q. Considérons u
un mot tel que δ(Q, u) = Q et écrivons u = ywr

0, où y est un mot dont w0 n'est pas su�xe. Supposons
par l'absurde que y ̸= ε.
Posons m = |w0| et n = |y|. Les mots wn

0 et ym sont donc de même longueur et étiquettent tout deux
des chemins de Q vers lui-même. Or, on a trivialement ℓ(Q) = ℓ(Q), donc d'après la réciproque du point
ii. du lemme 3.4.1, on a nécessairement wn

0 = ym. Par hypothèse sur w0, le mot y est plus long que w0,
et donc w0 est un su�xe de y, contradiction.

�

Nous sommes à présents prêts pour caractériser plus �nement la forme que prend l'ensemble des zéros
d'une suite récurrente linéaire. Dans la suite, on considérera les ensembles de la forme :

Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm) =
{
[umw

km
m um−1w

km−1

m−1 · · ·u1wk1
1 u0]p ∈ N | k1, . . . , km ∈ N

}
où u0, . . . , um, w1, . . . , wm sont des mots sur l'alphabet {0, . . . , p− 1}.
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Théorème 3.4.4 (Derksen)
Soit K un corps de caractéristique p > 0 et a ∈ KN une suite récurrente linéaire simple
et non-dégénérée d'ordre d. L'ensemble Z(a) est une union �nie d'ensembles de la forme
Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm), avec m ⩽ d− 1.

Preuve. Soit n ∈ Z(a) et w = ⟨n⟩p. Dans l'automate A donné par le p-noyau de Z(a), notons
Q = δ(Z(a), w) l'état auquel on aboutit en donnant n en entrée.
Puisque n ∈ Z(a), on a τ(Q) = 1. Or, si Q = (Lpr

j )−1Z(a) pour r ∈ N, j < pr, d'après la cinstruction de

A, on a 1 = τ(Q) = χZ(a)(j), si bien que 0 ∈ (Lpr

j )−1Z(a) = Q. En particulier, Q ̸= ∅. Puisqu'en outre
Q ̸= N, il advient que ℓ(Q) ⩾ 2.
Maintenant, dans le chemin étiquetté par w et partant de S0 = Z(a), notons (s'il existe) S1 le premier
sommet cyclique depuis lequel il n'existe pas de chemin jusqu'à S0. En général, on note Sj le premier
sommet cyclique apparaissant dans le chemin après Sj−1 depuis lequel il n'existe pas de chemin jusqu'à
Sj−1. De sorte que l'on dé�ni S1, . . . , Sm de cette manière (le nombre de tels états est �ni, puisque
le nombre d'états de A est �ni et que l'on considère des états nécessairement distincts) et l'on note
Q = Sm+1. Pour 0 < j < m+ 1, notons wj le cycle élémentaire de Sj , de sorte que l'on a décomposé le
chemin étiquetté par w sous la forme suivante :

S0 S1 S2
. . . Sm Sm+1

u0 u1

wl1
1

u2

wl2
2

um−1 um

wlm
m

où les ui sont des mots sur l'alphabet {0, . . . , p − 1} et les li sont des entiers naturels (éventuellement
nuls). Il est à noter que les chemins étiquettés par les ui et partant de Si passent par des sommets
distincts.
On peut donc écrire w = umw

lm
m um−1w

lm−1

m−1 · · ·u1w
l1
1 u0 et donc n ∈ Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm). On va

maintenant montrer que m est majoré par d− 1. On obtiendra alors que Z(a) s'écrit comme une union
�nie d'ensembles de la forme Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm). En e�et, il existe un nombre �ni de mots tels
que les ui qui étiquettent un chemin passant par des sommets distincts (le nombre de sommets est �ni
dans A, et le nombre de chemin sans cycles est donc lui aussi borné). De même, il existe un nombre
�ni de mots étiquettant un cycle élémentaire, plus précisément au plus autant que de sommets. Par
conséquent, si d est majoré, il existe un nombre �ni d'ensembles de la forme Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm)
tel qu'on l'a construit.
Montrons donc que m ⩽ d− 1. Dans la construction précédente, on considère 0 < j < m+ 1. Les mots
w

|wj+1|
j uj et ujw

|wj |
j+1 étiquettent chacun un chemin de Sj à Sj+1, et ces deux chemins sont distincts

et de même longueur. D'après le point ii. du lemme 3.4.1, on a donc ℓ(Sj) > ℓ(Sj+1). En outre, on a
ℓ(S0) ⩾ ℓ(S1) et ℓ(Sm) ⩾ ℓ(Sm+1). Donc :

d = ℓ(Z(a)) = ℓ(S0) ⩾ ℓ(S1) > ℓ(S2) > . . . > ℓ(Sm) ⩾ ℓ(Sm+1) = ℓ(Q) ⩾ 2

Ainsi, m ⩽ d− 1.

�

Remarque. Dans l'article de Derksen [Der07], ce résultat est énoncé avec la borne d− 2, et non d− 1.
Une lacune dans la démonstration empêche en réalité d'obtenir cette borne, puisqu'il est énoncé dans
l'article que ℓ(S0) > ℓ(S1), ce qui n'est à priori pas justi�é.
La borne d−2 semble cependant juste, puisque Derksen et Masser ont généralisé le théorème de Derksen
en dimension supérieure par une autre approche dans [DM15].
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3.4.2 Les ensembles p-normaux

Dé�nition 3.4.5 (p-nested set élémentaire)
Soit q = pr, avec r ∈ N∗. Soit d ∈ N∗ et c0, c1, . . . , cd ∈ Q tels que :

i. ∀0 ⩽ i ⩽ d, (q − 1)ci ∈ Z
ii. c0 + c1 + · · ·+ cd ∈ Z
iii. ∀1 ⩽ i ⩽ d, ci ̸= 0

On dé�nit :

S̃q(c0; c1, . . . , cd) = {c0 + c1q
k1 + · · ·+ cdq

kd | k1, k2, . . . , kd ∈ N}

Et on pose :
Sq(c0; c1, . . . , cd) = S̃q(c0; c1, . . . , cd) ∩ N

Un tel ensemble est appelé un p-nested set élémentaire d'ordre d.

Remarque. Les conditions sur les ci imposent que S̃q(c0; c1, . . . , cd est un sous-ensemble de Z, et pas
seulement de Q comme c'était le cas à priori. En e�et, si k1, . . . , kd ∈ N, alors :

(q − 1)(c0 + c1q
k1 + · · ·+ cdq

kd) = (q − 1)c0 +
∑
i=0

(q − 1)ciq
ki mod (q − 1)

i.
= (q − 1)c0 +

∑
i=0

(q − 1)ci mod (q − 1)

= (q − 1)(c0 + . . .+ cd) mod (q − 1)

ii.
= 0 mod (q − 1)

Par conséquent, c0 + c1q
k1 + · · ·+ cdq

kd est nécessairement un entier (et pas seulement un rationnel).

Nous allons montrer que les ensembles Z(a) peuvent s'écrire comme des unions �nies d'ensembles
p-normaux et de progressions arithmétiques, à un ensemble �ni près. Cette écriture par les ensemble
p-normaux est plus facile à manier que celle par les ensembles de la forme Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm),
parce qu'ils évitent de passer par l'écriture en base p et qu'ils apparaissent plus naturellement, comme
on le voit dans le lemme suivant.

Lemme 3.4.6 (Contre-exemples à Skolem-Mahler-Lech en caractéristique p)
Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit q = pr une puissance de p. Considérons la suite a ∈ KN

dé�nie par :

∀n ∈ N, a(n) =
d∑

i=1

βiα
n
i

où α1, . . . , αd, β1, . . . , βd sont des éléments de K la clôture algébrique de K. S'il existe des éléments
c0, . . . , c1, . . . , cr ∈ Z tels que :

0 =

d∑
i=1

((βiα
c0
i )⊗ αc1

i ⊗ · · · ⊗ αcr
i ) ∈ K ⊕Fq K ⊕Fq · · · ⊕Fq K︸ ︷︷ ︸

r+1 fois

alors Sq(c0; c1, . . . , cr) ⊂ Z(a).

Preuve. Considérons φ : K → K le morphisme de Frobenius, ainsi que l'aplication Fq-linéaire ψ :
K ⊕Fq

K ⊕Fq
· · · ⊕Fq

K → K dé�nie par

∀λ0, . . . , λr ∈ K, ψ(λ0 ⊗ · · · ⊗ λr) = λ0 · · ·λr.
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De sorte que

a(c0 + c1q
k1 + · · ·+ crq

kr ) =

d∑
i=1

βiα
c0+c1q

k1+···+crq
kr

i

=

d∑
i=1

βiψ(α
c0
i ⊗ αc1q

k1

i ⊗ · · · ⊗ αcrq
kr

i )

=

d∑
i=1

ψ((βiα
c0
i )⊗ φk1(αc1

i )⊗ · · · ⊗ φkr (αcr
i ))

= ψ ◦ (id⊗φk1 ⊗ · · · ⊗ φkr )

(
d∑

i=1

((βiα
c0
i )⊗ αc1

i ⊗ · · · ⊗ αcr
i )

)
= 0

�

On va utiliser le lemme suivant pour réduire notre étude aux suites simples et non-dégénérées.

Lemme 3.4.7

Soit a ∈ KN une suite récurrente linéaire, d ∈ N et k ⩾ 2. Si les ensembles de zéros Z(T k
j a), j = 0, . . . , k−1

non triviaux s'écrivent à un ensemble �ni près comme des unions de p-nested sets élémentaires d'ordre
au plus d, alors Z(a) s'écrit à un ensemble �ni près comme union �nie de p-nested sets élémentaires
d'ordre au plus r et de progression arithmétiques.

Preuve. On a l'égalité ensembliste suivante :

Z(a) =

k−1⋃
j=0

Lk
j (Z(T k

j a))

Soit j ∈ {0, . . . , k − 1}. Si T k
j a = 0, alors Z(T k

j a) = N et donc Lk
j (Z(T k

j a)) = kN+ j.
Sinon, par hypothèse Z(T k

j a) est à un ensemble �ni près une union de p-nested sets élémentaires d'ordre
au plus d. Or, si c0, . . . , cd ∈ Q véri�ent les conditions de la dé�nition 3.4.5, alors :

Lk
jSq(c0; c1, . . . , cd) = Sq(j + kc0; kc1, . . . , kcd)

Donc Z(a) est bien de la forme annoncée.

�

Remarque. D'après le lemme 3.2.5, on peut choisir k tel que les T k
j a, j = 0, . . . , k− 1 soient simples et

non-dégénérées. Il nous su�t donc d'étudier ces suites et le lemme précédent généralise le résultat aux
suites récurrentes linéaires quelconques.

Lemme 3.4.8

Soit a ∈ KN une suite récurrente linéaire simple et non-dégénérée. On suppose qu'il existe q une
puissance de p et des rationnels r, s tel que à partir d'un certain rang, r + sqn ∈ Z(a).
L'ensemble {r + sqn | n ∈ N} ∩ N est inclu dans Z(a).

Preuve. On va d'abord se ramener au cas où r = 0 et s = 1. Puisque a est simple et non-dégénérée,
on peut écrire :

∀n ∈ N, a(n) =
d∑

i=1

βiα
n
i

Soit un entier naturel non nul N tel que Nr et Ns soient entiers. Pour tout entier 1 ⩽ i ⩽ d, on se donne
λi une racine N -ième de αi (éventuellement dans la clôture algébrique de K), c'est-à-dire que λNi = αi.
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Puisque pour i ̸= j, le quotient αi/αj n'est pas une racine de l'unité, le quotient λi/λj ne l'est pas non
plus et donc la suite b ∈ KN dé�nie par :

∀n ∈ N, b(n) =
d∑

i=1

βiλ
n
i

est simple et non-dégénérée et est telle que : ∀n ∈ N, b(Nn) = a(n) et donc b(Nr+(Ns)qn) = a(r+sqn).
On s'est ramené au cas où r et s étaient entiers. On dé�nit ensuite la suite c dé�nie par :

∀n ∈ N, c(n) = b(Nr + (Ns)n) =
∑

i = 1dβiλ
Nr
i (λNs

i )n

Cette suite est également simple et non-dégénérée. En outre, on a a(r + sqn) = b(Nr +Nsqn) = c(qn),
donc on a bien la réduction que l'on cherchait.
On peut donc travailler sur une suite a ∈ KN récurrente linéaire, simple et non-dégénérée dé�nie par :

∀n ∈ N, a(n) =
d∑

i=1

βiα
n
i

telle qu'il existe un range m à partir duquel a(qn) = 0. On �xe l'élément suivant de K ⊕Fq K :

x =

d∑
i=1

(βi ⊗ αi)

Notons φ le morphisme de Frobenius et ψ : K ⊗Fq
K → K dé�ni par ψ(λ ⊗ µ) = λµ pour λ, µ ∈ K et

étendu par linéarité à K ⊗Fq K. On a alors :

ψ ◦ (id⊗φn)(x) = ψ

(
d∑

i=1

βi ⊗ αqn

i

)
=

d∑
i=1

βiα
qn

i = a(qn)

Ainsi, si l'on montre que x est nul, on aura montré que la suite a s'annule en tous les qn, n ∈ N.
Supposons donc que x est non nul. Donnons-nous e ∈ N minimal tel que x s'écrit sous la forme :

x =

e∑
i=1

δi ⊗ γi

Par hypothèse, pour tout n ⩾ m, on a :

0 = a(qn) = ψ ◦ (id⊗φn)(x) =
d∑

i=1

δiγ
qn

i

Dé�nissons maintenant pour tout 1 ⩽ j ⩽ e la suite cj ∈ KN par :

cj(n) = γq
n

j

De sorte que pour tout n ∈ N : e∑
j=1

δjE
mcj

 (n) =

e∑
j=1

δjγ
qm+n

j = a(qn+m) = 0

Donc pour tout n ⩾ m, la famille (Enc1, . . . , E
nce) est liée sur K. On se donne donc j maximal tel que

la famille (Enc1, . . . , E
ncj−1) est libre pour tout n ∈ N. Cet entier existe car par hypothèse sur x, γ1 est

non nul et donc la famille (Enc1) est libre pour tout n ∈ N. De plus, on a j − 1 < e.
Pour un entier n su�samment grand, la famille (Enc1, . . . , E

ncj) est donc liée. On a donc :

Encj =

j−1∑
i=1

εiE
nci
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avec ε1, . . . , εj−1 ∈ K, car la famille (Enc1, . . . , E
ncj−1) est libre. En appliquant le morphisme de

Frobenius, on a alors :

En+1cj = (Encj)
q =

j−1∑
i=1

εqi (E
nci)

q =

j−1∑
i=1

εqiE
n+1ci

Si en revance on applique l'opérateur E, on obtient :

En+1cj =

j−1∑
i=1

εiE
n+1ci

Donc :
j−1∑
i=1

(εqi − εi)E
n+1ci = 0

Par indépendance des En+1ci, i = 1, . . . , j − 1 sur K, on obtient donc εqi = εi pour i = 1, . . . , j − 1.
Ainsi, ε1, . . . , εj−1 ∈ Fq. Dès lors, la famille (Enc1, . . . , E

ncj) est liée sur Fq et non plus seulement sur
K. En passant à la racine qn-ième, on obtient que la famille (c1, . . . , cj) est elle aussi liée sur Fq. En
particulier, la famille (γ1, . . . , γj) = (c1(0), . . . , cj(0)) est donc liée sur Fq, ce qui contredit la minimalité
de e.
Par conséquent, x est nul et donc a(qn) = 0 pour tout n ∈ N.

�

Théorème 3.4.9 (Derksen)
Soit a ∈ KN une suite récurrente linéaire simple et non dégénérée d'ordre d. L'ensemble de
ses zéros Z(a) est une union �nie de p-nested sets d'ordre au plus d− 1.

Preuve. D'après le théorème 3.4.4, Z(a) s'écrit comme une union d'ensemble de la forme

Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm),

où m ⩽ d− 1. Soit donc un tel ensemble. Notons ri la longueur du mot wi et r = ppcm(r1, . . . , rm). On
peut alors écrire :

Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm) =
⋃

0⩽l1<k1,...,0⩽lm<km

Up(u0, u1w
l1
1 . . . , umw

lm
m ;wk1

1 , . . . , w
km
m )

où ki = r/ri, i = 1, 2, . . . ,m. Ainsi, Z(a) s'écrit comme une union d'ensembles de la forme

Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm)

où w1, . . . , wm sont de même longueur. Considérons un tel ensemble et notons r la longueur des wi. On
va l'inclure dans un p-nested set élémentaire, lui-même contenu dans Z(a).
Soit donc q = pr et ti la longueur de ui pour i = 0, 1, 2, . . . ,m. On a en outre, pour k0, . . . , km ∈ N :

[umw
km
m · · ·u1wk1

1 u0]p =

m∑
i=0

[ui]pp
t0+···+ti−1qk1+···+ki +

m∑
i=1

[wi]pp
t0+···+ti−1

(
qki − 1

q − 1

)
qk1+···+ki−1

= ([u0]p − [w1]p
t0

1

q − 1
)︸ ︷︷ ︸

= c0

+

m−1∑
i=1

pt0+···+ti−1([ui]p +
1

q − 1
[wi]p −

1

q − 1
[wi+1]pp

ti)︸ ︷︷ ︸
= ci

qk1+···+ki

+ pt0+···+tm−1([um]p +
1

q − 1
[wm]p)︸ ︷︷ ︸

= cm

qk1+···+km
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Ainsi, en �xant les c0, . . . , cm ∈ Q comme au dessus, et puisque les ki décrivent N, on a l'égalité :

Up(u0, . . . , um;w1, . . . , wm) = {c0 + c1q
l1 + · · ·+ cmq

lm | 0 ⩽ l1 ⩽ l2 ⩽ · · · ⩽ lm} ⊂ Sq(c0; c1, . . . , cm)

En e�et, pour tout i = 0, 1, . . . ,m, (q − 1)ci ∈ Z et c0 + c1 + . . .+ cm = [umum−1 · · ·u0]p ∈ Z. Certains
ci sont potentiellement nuls, il su�t de les éliminer et d'abaisser m (qui reste dond toujours inférieur ou
égal à d− 1). Cependant, on a nécessairement cm > 0.

Montrons maintenant que Z(a) contient Sq(c0; c1, . . . , cm). Soit donc l1, . . . , lm ∈ N tels que la somme
c0 + c1q

l1 + · · ·+ cmq
lm ∈ N. On souhaite montrer que cette somme appartient à Z(a).

En appliquant le lemme 3.4.8 avec r = c0 + c1q
l1 + · · ·+ cm−1q

lm−1 et s = cm, il nous su�t de montrer
quà partir d'un certain rang N ,

c0 + c1q
l1 + · · ·+ cmq

lm+n ∈ Z(a)

Montrons-le par récurrence sur D = Card{i ∈ {1, . . . ,m− 1} | li > li+1}. Le cas initial où D = 0 a déjà
été traité (c'est le cas l1 ⩽ l2 ⩽ · · · ⩽ lm). Si en revanche D > 0, alors il existe i ∈ {1, . . . ,m− 1} tel que
li > li+1. Puisque cm > 0, pour un entier N su�samment grand, on a :

ci+1q
li+1 + · · ·+ cm−1q

lm−1 + cmq
lm+N > 0

Et donc pour tout M ⩾ li − li+1, par récurrence :

(c1q
l1 + · · ·+ qlii ) + (ci+1q

li+1+M + · · ·+ cm−1q
lm−1+M + cmq

lm+M+N ) ∈ Z(a)

Le lemme 3.4.8 nous permet de conclure que c0 + c1q
l1 + · · ·+ cmq

lm+n ∈ Z(a) pour tout n ⩾ N . Ce qui
conclue la preuve.

�

Remarque. Bien que l'on ait aboutit à une description assez �ne (et assez naturelle en vertu du lemme
3.4.6), la réciproque du théorème 3.4.9 est toujours une question ouverte.
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